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Аннотация.  
Актуальность и цели. Интерес к прямым и обратным задачам дифракции 

вызван активным развитием радиоэлектронной аппаратуры и техники. Особый 
интерес представляют задачи в резонансном диапазоне частот, когда обычные 
методы решения не работают. В этом случае применяют методы объемных 
сингулярных интегральных уравнений. Целью данной работы является изуче-
ние задачи дифракции акустической волны на плоскости, а именно нахожде-
ния приближенного решения уравнения Гельмгольца для полного поля аку-
стической волны и разработка алгоритма восстановления волнового параметра 
материала.  

Материалы и методы. С помощью функции Грина рассматриваемая крае-
вая задача из дифференциальной постановки сводится к объемному сингуляр-
ному интегральному уравнению. В отличие от дифференциальной постановки 
задачи, где решение производится на бесконечной области, интегральное 
уравнение будет решаться только на фигуре. 

Результаты. Представлены результаты решения прямой задачи для разных 
размерностей расчетных сеток и разных значений волновых чисел k. Также 
получены результаты восстановления волнового числа k по известному значе-
нию акустического поля.  

Выводы. Представлен метод восстановления волнового параметра матери-
ала. Метод был проверен на различных частотах и для различных материалов. 
Результаты проверки показывают хорошую устойчивость при восстановлении 
акустических параметров тела. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, краевая задача, уравнение 
Гельмгольца, метод сопряженных градиентов, численное решение, задача ди-
фракции. 
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THE ITERATION METHOD FOR SOLVING DIRECT  
AND INVERSE TWO-DIMENSIONAL ACOUSTIC PROBLEMS 

 
Abstract.  
Background. The interest in direct and inverse diffraction problems is caused by 

active development of radio devices and mechanisms. Of particular interest are the 
problems in the resonance bandwidth, when the regular methods do not work. In 
this case, scientists use the methods of volume singular equations. The aim of this 
work is to study the diffraction problem of an acoustic wave on a plane, namely to 
find an approximate solution of the Helmholtz equation for the full field of an 
acoustic wave and to develop a reconstruction algorithm of the material’s wave pa-
rameter. 

Materials and methods. By using the Green’s function the boundary value prob-
lem of differential formulation is reduced to a volume singular equation. As opposed 
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to the differential formulation of the problem, where the solution is found on the in-
finite domain, the integral equation is solved only in the figure. 

Results. The authors present the solution results of the direct problem for differ-
ent dimensions of computational grids and different wave numbers k, as well as the 
results of reconstruction of the wave number k from the known value of the acoustic 
field.  

Conclusions. The authors suggest the method of the material’s wave parameter 
reconstruction. The method was tested at different frequencies and for different ma-
terials. The test results show good stability of body’s acoustic parameters recon-
structtion. 

Key words: integral equation, boundary value problem, Helmholtz equation, 
conjugate gradient method, numerical solution, diffraction problem. 

Введение 

Задача определения параметров материала по серии измерений является 
актуальной задачей акустики и электродинамики. Данная задача находит при-
менение при проектировании эхолотов, отражателей и других СВЧ устройств. 
В случае, когда задача является акустической, определяемым параметром явля-
ется волновое число, характеризующее структуру материала. Для восстановле-
ния волнового числа разработан следующий итерационный процесс.  

1. Постановка прямой задачи 

Определение рассеянного поля в различных материалах и средах явля-
ется актуальной задачей в акустике. Точные решения большинства задач ди-
фракции могут быть получены лишь для ограниченного числа фигур пра-
вильной геометрии. Поэтому большое значение для практических приложе-
ний представляет развитие различных приближенных и численных методов, 
справедливых для фигур произвольной формы. Таким образом, возникает 
необходимость разработки новых методов решения подобных задач. Одним из 
перспективных методов является метод объемных сингулярных интегральных 
уравнений, при использовании которого краевая задача сводится к решению 
объемного сингулярного интегрального уравнения [1, 2]. Решение полученного 
интегрального уравнения в общем случае возможно лишь численными метода-
ми. Однако благодаря снижению размерности задачи за счет сведения к инте-
гралу по поверхности численные расчеты значительно упрощаются. Решение 
таких задач с приемлемой для практики точностью требует очень большого 
объема вычислений. Представленный метод позволяет решать подобные за-
дачи на фигурах сложной геометрической формы при использовании резуль-
татов, полученных при решении задачи на фигуре базовой формы. 

Рассмотрим двумерную задачу дифракции акустической волны на фи-

гуре Q , расположенной в свободном пространстве 2R  с волновым числом 

0 0k > . 
Пусть дано неоднородное уравнение Гельмгольца 

 ( ) ( ) ( )2
2 2, ,u k x u f x x x xΔ + = = ,  (1) 

где ( )f x  – известная функция с компактным носителем; 2 ( )k x  – непрерыв-

ная вещественная функция, 2 ( ) 0k x > . 
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Будем предполагать, что на границе раздела двух сред выполняются 
условия сопряжения 

 [ ] 0, 0,
Q

Q

u
u

n∂
∂

∂ = = ∂ 
  (2) 

где [ ]⋅ −  скалярная функция на Q∂ , и условия излучения Зоммерфельда 

 
1

, .
u

iku O x
x x

 ∂ = + →∞  ∂  
  (3) 

Представим данное уравнение в виде 

 ( )( ) ( )2 2 2
0 0( ) ,u k x u k k x u f xΔ + = − +   (4) 

где ( )k x  – функция, характеризующая тело .Q  Обозначим через 

( )( ) ( )2 2
0( )F x k k x u f x= − +  правую часть уравнения (4). Тогда, используя 

вторую формулу Грина, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0, ( , )

S

k u x G x y k G x y u x dxΔ + − Δ + =  

( ) ( ) ( ),( )
, , : ,

S

G x yu x
G x y u x dl r x y

n n
∂

 ∂ ∂= − = − ∂ ∂ 
  

где S − окружность, ( ) ( )1
0, ( )G x y H kr=  [3], { }: : ,S x x R= <  для некоторого 

0R > . 

Учитывая, что ( )2
0( ) ,F x k= Δ +  a ( ) ( ) ( )2

0 , ,k G x y x yΔ + = δ , приходим  

к следующей формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , .

S S

u x G x y
u y F x G x y dx G x y u x dl

n n
∂

 ∂ ∂ 
= − − ∂ ∂ 
   

Будем предполагать, что на границе раздела двух сред выполняются 
условия сопряжения 

Интеграл по S∂  в правой части уравнения стремится к нулю при 
R →∞ . Задача сведена к следующему уравнению: 

( ) ( ) ( ), .
S

u y F x G x y dx=   

Учитывая, что ( ) ( )( ) ( )2 2
0F x k k y u f x= − + , получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 0
0, ( ),

Q

u x G x y k k y u y dy f x= − +  
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где  

( ) ( ) ( )
2

0 : ,

R

f x f y G x y dy=  . 

Функция ( )0f x  характеризует падающее поле. В результате приходим 

к уравнению, известному в литературе как интегральное уравнение Липпмана – 
Швингера: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 2 2
0,

Q

u x f x G x y k k y u y dy= + − .  (5) 
Будем рассматривать уравнение (5) в пространстве ( )2L Q . Это уравне-

ние играет важную роль не только в акустических задачах дифракции, но и  
в электродинамике, квантовой механике и во многих других областях физики. 

Для однородного тела, т.е. такого, для которого ( ) constk x = , уравне-

ние (5) модифицируется и принимает вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 2
1 ,

Q

u x f x k G x y u y dy= +  .  (6) 
Обозначим ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 0

0: , , : , : ( )

Q

Au G x y k k y u y dy u u x F f x= − = =  и 

запишем уравнение в операторном виде: : : .Lu u Au g= − =  

Теорема 1 [4]. Оператор ( ) ( )2 2: :Lu u Au L Q L Q= − →  фредгольмов. 

Доказательство. Запишем уравнение (5) в операторном виде: 
:L I A= − . Оператор A  компактный, так как он является оператором со слабо 

сингулярным ядром, I − единичный оператор. Таким образом, оператор 
:L I A= −  является оператором Фредгольма.  

Лемма 1 [4]. Решение задачи (1)–(3) единственно.  
Теорема 2 [4]. Оператор ( ) ( )2 2: :L I A L Q L Q= − →  является непре-

рывно обратимым. 
Доказательство. Из леммы 1 следует, что оператор :L I A= −  инъекти-

вен. Тогда из утверждения 1 получаем, что :L I A= −  является непрерывно 
обратимым. 

2. Метод Галеркина 

Рассмотрим уравнение 

 A gϕ = .  (7) 

Пусть последовательности подпространств ( )2nX L Q⊂  такие, что 

dim nX n= .  
Будем решать (7) методом Галеркина [5]: 

 ( ) ( ), ,nA g f gϕ =   (8) 

для любого ng X∈ .  
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В общем случае можно ожидать сходимость метода только тогда, когда 
подпространства nX  предельно плотны в ( )2L Q : 

 inf 0, ,
ny X

y v n
∈

− → →∞   (9) 

для любого f X∈ . Свойство (9) называют также свойством аппроксимации 

[5] (произвольный элемент из ( )2L Q  может быть аппроксимирован элемен-

тами из подпространства nX  с любой точностью в норме ( )2L Q ). 

3. Обратная задача восстановления волнового числа рассеивателя 

Пусть фигура Q  имеет прямоугольную форму. Построим на Q  равно-

мерную прямоугольную сетку (рис. 1): 

[ ] [ ]{ }, , , , ; , 1,..., .i j i jx a b y a b i j n∏ = ∈ ∈ =  

 

 

Рис. 1 
 
Итерационный процесс для решения обратной задачи при 1n ≥  имеет 

следующий вид: 

 ( ) ( ) ( )0
2

1
( ) ,n n

n Q

v x f x G x y v y dy
k

= +  ; (10) 

 
2

1

n
n

n

v
u

k −
= ; (11) 

 
( ) ( )0

1 12

1

,выч

n
n

u x C f x
k

Au −

−
= .  (12) 

На первом шаге выберем начальное приближение 1 0k k≠  и 1u . Исполь-

зуя формулу (10), определяем значение 1v . Далее, используя формулы (11) и 

u0 u 

Q 

∂Q 
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(12), находим уточнение решения 2u  и значение 2k . Продолжаем итерацион-

ный процесс до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точность для nk  

(волнового числа). При каждом итерационном процессе проверяется выпол-
нение неравенства 1n nk k −− < ε , где ε − заданная точность при нахождении 

значения коэффициента k . 

3. Численные результаты 

Ниже приведены результаты решения прямой задачи для разных раз-
мерностей расчетных сеток разбиения, разных значений волновых чисел k  
(рис. 2, 3). Также приведены результаты восстановления волнового числа k  
по известному значению акустического поля (рис. 3). Для расчетов использо-
вался компьютер Asus x55A.  

 

 

Рис. 2. Значения модуля решения интегрального уравнения u (прямая задача) 
 

 

Рис. 3. График сходимости k (обратная задача) 
 
На рис. 3 показана зависимость сходимости 0,8k =  при размерности 

сетки 6,n =  0,0,a =  1,0b = .  

x2 

u(x2, x1) 

k 

n 

x1 
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На рис. 4 представлено решение прямой задачи при значении волнового 
числа 1,05k = , размерности расчетной сетки 8,n =  1,5,a =  3,0b = .  

На рис. 5 показана зависимость сходимости 1,05k =  при размерности 
сетки 8,n =  1,5,a =  3,0b = .  

 

 

Рис. 4. Значения модуля решения интегрального уравнения u (прямая задача) 
 

 

Рис. 5. График сходимости k (обратная задача) 
 
Был разработан комплекс программ, позволяющих решать прямые и об-

ратные задачи акустики. Результаты тестирования комплекса показали хорошую 
точность решения задач. Имеет место внутренняя сходимость методов. Ком-
плекс программ написан на языке программирования С\С++. Задачи восстанов-
ления диэлектрических свойств материала рассмотрены в работах [6–9]. 

u(x2, x1) 

x1 

x2 

k 

n 
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